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1. INTRODUCTION 
Si E est un ensemble de fonctions a valeurs reelles, on dit qu’une fonction 
F, de la variable rtelle, ophe sur E si, quel que soit f~ E, on a Fof~ E. 11 
n’existe pas de caracttrisation simple des fonctions qui operent sur l’espace 
de Sobolev W’,p( R”) (s entier positif, p E [ 1, + 00 ] ); seul le cas s = 1 est 
elucide [MM]. 
Aussi commence-t-on par se demander si les fonctions “raisonnables” 
operent sur Whp; on entend par fonction raisonnable toute fonction de 
classe C”, avec m assez grand, dont les dtrivees successives atisfont des 
conditions convenables de decroissance a l’infini. 
On sait classiquement que les fonctions lipschitziennes operent sur Ws3p 
pour s= 0, 1 et que les fonctions raisonnables operent sur Ws,p pour 
s an/p; des lors, au nom dun gtnereux “principe d’interpolation non 
lineaire”, on prtsumait que les fonctions raisonnables operent sur Ws p quel 
que soit l’entier positif s. 
Le theoreme de Dahlberg [DA] ruine ces vains espoirs: si l’entier s 
v&lie 2 <s < n/p (pour p > 1) et 3 < s < n (pour p = l), seules les fonctions 
triviales t H At optrent sur Wh “( Rn). Ce dernier resultat est optimal lors- 
que s est entier puisqu’on montre aisement que les fonctions raisonnables 
operent sur W2%‘( R”) (voir, par exemple, [ BO] ). 
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G. Bourdaud [BO] entreprit d’etendre la preuve de Dahlberg aux 
exposants fractionnaires: la “zone interdite” ou seules les fonctions triviales 
operent devient alors 1 + l/p < s < n/p. Cette gentralisation~qui expliquait 
la singularite du cas p = 1-laissait dans l’ombre ce qui se passe pour 
1 <s < 1 + l/p; seul le cas p = 1 Ctait alors compris. Disons qu’on ne 
connaissait pas d’exemple de fonction non triviale operant sur H5’4(R4)! 
Nous nous proposons, dans les lignes qui suivent, de combler cette 
lacune en montrant que les fonctions raisonnables operent sur les espaces 
de Besov B”.Y p , pour 0 <s < 1 + l/p; seul le cas critique s = 1 + l/p reste 
mysterieux. 
Notre expose est organise de la facon suivante: on s’interesse prioritaire- 
ment a la fonction F(r) = 1 tl, en montrant qu’elle opere sur B;Y( R”) 
(0 <s < 1 + l/p). Ce fait acquis, on peut se limiter a rechercher les 
fonctions qui operent sur le cone positif de f$; un thtoreme de Maz’ya 
montre alors que les fonctions de classe C- satisfaisant les estimations 
SUP,,~ ItI’-’ IF’J’(t)l < +co (pourj=O, 1,2) operent sur B;“. 
Nous utiliserons les espaces de Besov B;Y(R”) tels que les defmit, par 
exemple, J. Peetre [PEl]; le lecteur peu familiarise avec ces espaces pourra 
se limiter a B;* = H”. 
2. LE THBOR~ME PRINCIPAL 
TH~OR~ME 1. Les nombres p E [ 1, + cc ] et s E 10, 1 + l/p[ &ant donnPs, 
il existe une constante C> 0 telle que, pour toute fonction f e B;P(R), cl 
valeurs rkelles, on ait If 1 E B:“(R) et, plus prkis&ment, 
II IfI II L3;p <c llfll i?;p. (1) 
On se limitera au cas 1 <s < 1 + l/p, le cas 0 <s Q 1 s’en deduisant 
aussitot par interpolation non lineaire (voir le paragraphe suivant) (le 
lecteur notera en fait que l’estimation (1) est immediate pour 0 < s < 1 !). 
Posons CJ = s - 1 et rappelons que la norme de B;“(R), n’est autre que 
( 
IlP 
imp+ jjRxR If’(x)-f’(y)lP I”-Yl-~‘~p”~x~Y . 
) 
LEMME 1. Etant donnks p E [l, + co[ et 2 E 10, l[, il existe une 
constante C = C(p, A) > 0 telle que l’inkgalitt! 
i If(x dist(x, ,0-i dx I 
<C JJ If(x)-f(Y)I” IX-Y m1m “dx& IXI 
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soit satisfaite pour tout intervalle ouvert I, born6 ou non, et par toute fonction 
f de classe C I sur R, vhifiant de plus 
(i) f(x) = O((xl -*) (1x1 + + co), si Z est non born&. 
(ii) s, f(x) dx = 0, si Z est born&. 
L’inegalite (2) est invariante par dilatation et par translation, de sorte 
qu’il suflit de disposer de: 
I o+m If(x)lPxpAdx 
cc m 
dC s I If(x)-f(y)lP Ix-ylp’p’dxdy, 0 0 (3) 
s 
l If(x ( x A (1 -x)))” dx 
0 
6C SI ’ ’ If(x)-f(y)IPIx-yyl~l~i.dxdy. 0 0 (4) 
L’estimation (3) est classique [LM, TRl]; on en dtduit, par localisation: 
s 
’ If(x)j”x-‘~ dx 
0 
<c 0 ' If(x)l”dx+ j; j; If(x)-f(y)I" Ix-P~d~4$ (5) 0 
On utilise enlin l’hypothese JA f(x) dx = 0 pour faire disparaitre la norme 
Lp au second membre de (5); cela termine la preuve de (4) et du lemme 1. 
LEMME 2. Soient PE [l, + cc] et s>O. Pour toute suite (&)iao de 
fonctions telles que 
0) IIJ;llsE;~~ 1 (W NJ 
(ii) fi converge vers f en norme Lp, 
on a llfll %P < 1. 
Traitons d’abord le cas p > 1, ou l’on dispose d’un &once plus fort: on 
peut supposer s E [w et la suite (fj) convergeant dans 9’. 11 sufht de normer 
B:” de facon a ce que cet espace soit, isometriquement, le dual de BdS.“‘; 
l’hypothbse (i) entraine alors 
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d’ou, a la limite 
l(.L g>l 6 ll&?/y~~~~ Cf‘cTE P), 
et finalement /l,fil B;p < 1. 
Dans le cas p = 1, on se donne une decomposition de Littlewood-Paley 
f =L20 d,f et l’on norme Bj*’ par 
A, est l’operateur de convolution par une fonction bornte: c’est done un 
operateur borne de L’ dans C,; de sorte que, pour tout k E Fk et tout 
xe[W”. on a 
lim Akfi(x) = A,J’(x). 
j+ m 
On termine la preuve du lemme 2 en appliquant le lemme de Fatou dans 
R"X IV. 
Passons a la preuve du theoreme 1. Nous supposerons d’abord que la 
fonction f est analytique, d&croissant rapidement a l’infini. On designe 
par Q, (resp. Q_) l’ensemble dtfmi par f(x) > 0 (resp. f(x) < 0); alors 
(d/dx) If(x)/ = sgn f(x) .f’(x) = g(x) et tout le travail consiste a 
demontrer l’intgalite 
Appelons J l’integrale double au second membre de (6); l’integrale du 
premier membre se decompose n 
Sur Q, xQ+ et D- xR, on a I&- g(y)1 = If’(x) -f’LvM; les deux 
premieres integrales se majorent done trivialement par J. Vient ensuite 
1.i lg(x)-dy)l” Ix-A ’ ““dx4 R+xR- 
= 
JII‘ R + 
xR~ lf’(x)+f’(~)I” Ix-~l-‘-~“dxd~ 
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dont l’estimation se ram&e aussit6t A celle de 
z= li If’(x)lP I~-yl~‘~~“dxdy. R+xR- 
En intttgrant d’abord par rapport A y E 52 _, on obtient 
z<c s 
If’(x)IP dist(x, Q; )ppu dx. 
Q+ 
On tcrit alors R, comme une rhnion (dthombrable) d’intervalles ouverts 
Jj, aux bornes desquels f s’annule; on peut appliquer le lemme 1 A f' sur 
chacun des Zj; cela donne 
I< Cc s If ‘(x)1 p d&(x, Zf)-“” dx 
j 4 
='~JT,,, If'(x)-f'(y)I" Ix-ylPIPP”dxdy 
j Ii 
6 C’J. 
Passons au cas gCnCra1 de f E B;P_( W); on montre classiquement 
l’existence d’une suite (fi), a 0 telle que fj E 53(R) pour tout j, f, -+ f dans 
BS-P et 
P 
Ilf,llP~~cllfll P @; p ; 
on a alors 
II I.fJ - If II& IIf;-f Ilp (7) 
et la premibre partie de la dtmonstration entraine 
II If,1 II B;JJ G c Ilf IlBy 
Les inkgalith (7), (8) et le lemme 2 donnent enlin 
/IIflIlL$~~CIlflIBE;~. 
(8) 
3. EXTENSION DU TH~OR~ME PRINCIPAL 
TH~~OR~~ME 2. Lesnombresp~ [l, +co], qE [l, +oo] ets~]O, 1+ l/p[ 
Ptant don&s, il existe une constante C> 0 telle que, pour toute fonction 
f E B;q(lR’“), & valeurs complexes, on ait 
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11 s’agit d’etendre le theoreme 1: 
(a) Aux fonctions Li valeurs complexes. Sif’E Bj;“(R), on icrit f = u + iv, 
06 24 et v sont a valeurs reelles; alors 
Ifl=$i,y u cos 0 + v sin HI df?; 
et, d’apres le theoreme 1, les fonctions IU cos 0 + u sin 81 appartiennent a 
B;P, uniformement par rapport a 6. 
(b) k la dimension n. Ce sera une consequence immediate de la 
“propriete de Fubini” satisfaite par B;P(lR”) (voir [TR2, p. 1831). 
LEMME 3. Pour 1 6 p 6 + co et s> 0, une fonction f appartient h 
B:P(R”) si et seulement si: 
(i) pour tout k = 1, . . . . n et presque tout (n - l)-uple (x,, . . . . ik, . . . . x,), 
la fonction xk H f(x,, . . . . xk, . . . . x,) appartient ci B;“(R), 
(ii) CZ=, II llfl-x,, . . . . -G, . . . . .GII~P~~~/I Lp(Rn-~) < + ~0. 
De plus cette dernihe expression est Pquivalente h la norme B;P( KY’). 
(c) Aux espaces Bi” (q quelconque). On utilise l’interpolation non 
lineaire de J. Peetre [PEZ]; il s&it pour cela de caracteriser l’espace B;” 
par ses proprietes d’approximation par les fonctions regulieres: 
LEMME 4. Soit s un r&e1 et m un entier tels que 0 <s < m; alors 
f E BS;q(R”) si et seulement s’il existe une suite (,h),,, dans I’espace 
W”,p(Rn) et une suite positive (E,),zO E 1 y telles que 
(i) Ilf:a)lll,~&,2’(m~‘) (1~1 =m), 
(ii) jif -jJ, <&,2-j'; 
de plus la norme jlf il$q est estimke par C(c,,, E;)“~, 06 C est une 
constante ne dbpendant que de n, s, p, q; erzfin sif est une fonction positive, 
on peut faire en sorte que les fi le soient aussi. 
En fait, nous utiliserons une variante du lemme 4: 
LEMME 5. Duns l’thonci du lemme 4, on peut remplacer l’entier m par un 
rPe1 quelconque t > s et l’estimation (i) par 
(iii) llfjll B 
;p < &j2i(*-S). 
Nous admettrons ces deux lemmes, d’ailleurs classiques. On peut alors 
terminer la preuve du theoreme 2. 
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Fixons un reel t de sorte que s < t < 1 + l/p; les prectdentes etapes de la 
demonstration nous ont fourni l’estimation 
/I Ifl II L3;qwy B c llfll /$P(W). (9) 
SifEB;y, on Ccrit f = f, + gj, oti la suite (fj)j,, satisfait les estimations du 
lemme 5; on a alors If I = / fjl + (If 1 - If,1 ). L’inegalite (9) entraine 
II lfil II BjqP 9 c Il.tjll L3;p 
< cq/(‘-“); 
de plus 
II If I - lfil IIpG Ilgjllp 
< Ej2 -j’. 
Une nouvelle application du lemme 5 donne alors 
C.Q.F.D. 
Nous terminerons ce paragraphe en nous assurant que le thtoreme 2 est 
optimal pour la classe des espaces de Besov: 
PROPOSITION. Soient p, q E [ 1, + cc] et s > 1 + l/p. I1 existe f e BS;q(R”), 
ci valeurs rtelles, telle que 1.f 1 q! B~Y(llX”). 
Notons d’abord que la fonction t H I tl appartient, au voisinage de 0, a 
l’espace BL’ “*xao( R) mais pas a B, l+“p,y(R), pour q < + co. Des lors si on 
choisit cp E g( KY) telle que q(x) = x1 dans un voisinage de 0, on a 1~1 I$ 
B’ +l’p,y W) pour q < + cc. Cela termine la preuve de la proposition dans ( 
lePcas s = 1 + l/p, q < + co, et, a plus forte raison, pour s > 1 + l/p. 
Le cas de Bb’ ‘ip,m est plus subtil. Soit cp E Y’( R) une fonction reelle, 
impaire, a spectre dans [ - 1, + 11, telle que 
dx) 3 x (VXE t-0, 11). 
Posons f(x) = cja 0 2 -‘(P(~‘x). La fonction (p(2’x) a son spectre dans 
l’intervalle [ -2j, $2’1; on en deduit classiquement (voir, par exemple, 
PM1 1 
llfll gl+uP.= < c sup 2 P j(l+“p) 112-‘49(2’(.))I~,, 
j20 
d’oti f e B;’ “““(R), 
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Nous allons voir que i,f’/ n’appartient pas a la classe de Zygmund 
Bk= (R) (ni, a plus forte raison, a Bt’ ““.“(R)). 
Si c’etait le cas, il existerait C > 0 tel que 
I If(x)I + If( --XII - 2 If(O)1 I d c I-xl (V’x)? 
autrement dit 
If( d; I-4 WJX); 
on en deduirait alors, pour tout entier N, 
N-I 
2-NN< c 2-‘(~(2’- “) 
j=o 
d If(2- “)I + 1 2-’ Id2’-N)I 
i>N 
ce qui est absurde. 
En dimension iz queiconque, on pose 
‘Y(x) =f(x,) @x2, ..., x,), 
oh 6 E 9(RnP ‘) vaut 1 au voisinage de 0: alors g E Bi + ‘/p,z(R”) et / gl 4 
B’+ ‘/P,m([W”). 
P 
4. UNE CLASSE DE FONCTIONS OPERANT SUR B;” 
Notre point de depart sera le theoreme de Maz’ya (voir [AD], 
theoreme 3 ): 
TH~OR~~ME 3. Les nombres p E ] 1, + 00 [, M> 0 et l’entier n itant 
donnds, il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction continue F, 
dkfinie sur R f, de classe C2 en dehors de 0 satisfaisant les ine’galite’s 
IFci)(t)( tj- ’ < A4 (j=O, 132) 
et toute fonction positive f E W2~P(R”), on ail 
IFof II WZ.PG C llf II w2.p. 
Le lemme 4 et le theoreme 3 entrainent le 
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COROLLAIRE. Pour 1 < p < + 00 et 0 < s < 2, toute fonction F satisfaisant 
les hypotheses du thdoreme opPre sur le c&e positifde B~q(W); on a de plus 
IlF~fll y 6 C Ilfll~;~ (vf~ (B;q)+ ), 
oti la constante C ne dkpend que de p, q, n, s, M. 
THBOR&ME 4. LesnombrespE]l, +co[,q~[l, +co],s~]O,l+l/p[, 
A4 > 0 et l’entier n &ant donnh, il existe une constante C > 0 telle que, pour 
toute fonction continue F, difinie sur Iw, de classe C2 en dehors de l’origine, 
satisfaisant les estimations 
IF”‘(t) tj-‘1 <M (j=O, 1,2) 
et toute fonction f E BS;q(R”), h valeurs rtelles, on ait 
IIFof II qq(w) d C llf II q~(w). 
Preuoe du tht!orPme 4. Notons F, la restriction de F g [0, + 00 [ et F2 
la restriction de t H F( - t) a [0, + cc [; on a alors 
F(t)= F,(t+)+ F2(t-) (Vt E RI, (10) 
de plus les fonctions F, satisfont les hypotheses du thtoreme 3, avec la 
m&me constante A4 que F. Grace au theoreme 2, la fonction f’ = 
f(f+lfl) vMie Ilf+IIB~~~CllfllB~~; il en est de m&me pour f -. L’iden- 
tit6 (10) entraine 
on conclut en appliquant le corollaire du theoreme 3 a F, et F2. C.Q.F.D. 
Remarque. Le theoreme de Maz’ya repose sur une inegalite qui 
degenere pour p = 1 ou p = + co; que peut-on dire dans ces deux cas? Pour 
ZJ = + 00 la condition sur s s’ecrit 0 <s < 1 et l’on montre facilement que 
toute fonction lipschitzienne, s’annulant a l’origine, opere sur BLq 
(0 <s < 1). Par ailleurs, nous avons montre [BO] que toute fonction 
veritiant F(0) = 0 et F” E L’(R) opere sur W2,1(Rn) et, par interpolation 
non lineaire, sur BTq( IR”) pour 0 < s < 2. 
5. PROBL~~MES OUVERTS 
(a) Le probleme de la valeur absolue est ouvert pour les espaces 
Hi = (I- A)-“* (Lp) et, a plus forte raison, pour les espaces de Triebel- 
Lizorkin F:“. 
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(b) On ignore si les fonctions raisonnables operent sur H’ ‘(R4) et, plus 
gtneralement, sur Bi’ ‘,p.y( R”) pour p < n - 1. 
(c) En adaptant au cas fractionnaire un resultat de Dahlberg [DA], on 
montre que, pour 2 + l/p < s < n/p, seules les fonctions triviales operent sur 
le cone positif de B~q(R”). Existe-t-i1 une classe de fonctions raisonnables 
operant sur le cone positif de B;” pour 2 d s < 2 + I/p? 
(d) Entin, il serait interessant de savoir si les estimation imposees a F 
dans le theoreme 3 sont ntcessaires pour que F opere sur ( W2,p)+; cela 
parait vraisemblable pour les conditions sur F et F’ (voir [MM]), moins 
pour la condition sur F”. 
Addendum (Fevrier 1991). Le calcul fonctionnel dam l’espace de Sobolev W”Z,p, pour m 
entier, a ett entitrement elucidt: par le premier des auteurs; il en est de mCme pour le calcul 
fonctionnel darts le cone positif W’,“(W)+, pour 1 <p <n/2 (Article a paraitre aux 
“Inventiones Mathematicae”). Le probleme de la valeur absolue a et& resolu positivement 
pour l’espace H; (1 < s < 1 + (l/p)) (Article en preparation, par M. E. D. Kateb et le premier 
des auteurs). 
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